Corrigé LM201.

Exercice 1

Calculer les racines troisiemes de f% + z%

Corrigé 1 On pose z = —% + z% On va mettre z sous forme exponentielle.

Ona:
81 2
|z |= SZ+Z7=\/27:3\/§

z:3\/§(—§+i%)

Exercice 2

Soit a,b € R. On définit f sur Ry par :

[ Vz sio<zx<1
f(=) _{ ax? +bxr +1 sinon

a) A quelle condition sur a et b a-t-on f continue sur R ?
b) Peut-on choisir a et b de sorte que f soit dérivable sur R% 7 sur Ry ?

Corrigé 2 a) f est continue sur [0,1] et ]1,+00] (fonctions usuelles). On a
f(y=vVi=1cet limg 1 41 = limg—,, zs1 a2 + bz +1=a+b+ 1. Donc f
est continue en 1 si et seulement sia+b+1=1.

b) f est dérivable sur]0,1[ et ]1,+oo[ (fonctions usuelles). La racine carrée n'est
pas dérivable en 0, donc f n'est jamais dérivable en 0. (Car lim,_q \/i:(\)ﬁ =
+o00). Il reste a regarder en 1. Il faut que les dérivées a droite et a gauche en 1
soient égales. Or :
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lim f'(z) = lim 200 +b=2a+b

r—1l,x>1 r—1,x>

Ceci impose : 2a + b = 1. Le systéeme :

a+b+1 = 1
{ 2a+b = %
a pour unique solution a = 1,b = —1. Finalement, f est dérivable sur R si et
seulement sta =1 et b= —1.
Exercice 3
Calculer une primitive de %.

Corrigé 3 On commence par décomposer cette fraction rationnelle en éléments
simples. On a X? —4 = (X —2)(X +2) , donc la décomposition s’écrit sous la
forme :
X3 A B
=FX)+ ——+——
%z 1 (X) + +

ot E(X) est le quotient de la division euclidienne de X3 par X2 —4. On trouve :

EX)=X
X3
= 2)=2
X + 2( )
X3
B = —2)=2
~ 52
On va donc calculer la primitive de x + 732 + %JFQ Elle est de la forme :
22
5 +2In(x —2) +2In(x + 2) + k k constante
Exercice 4
Résoudre le systeme :
T+y+2z = 1
zy+yz+zx = — 1
TYz = — 1

Corrigé 4 On va chercher x, y et z comme les racines d’un polynéome du troi-
sieme degré. On a :

(X —2) (X —9)(X —2) = X3~ (x+y+2)X? + (vy + yz + 20) X — zyz
Donc ici, on cherche les racines du polynome :
X3 -X?2 - X4+1=X-13(X+1)

Les solutions sont donc : (1,1,-1) et toutes les permutations de ce triplet.



Exercice 5

a) Calculer arccos cos 127

b) Donner le domaine de définition et une expression simplifiée de cos arcsin .

Corrigé 5 a) On rappelle que arccoscosx =z Vx € [0,7]. On a :

arccos cos Lr arccos cos 2m + %

6
= arccoscosm +

= arccoscosm —

= arccoscos 2

o 6
6
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b) cosarcsin est définie sur [—1,1] et on a, comme par définition sinarcsinz =
z Yrel[-1,1] :

2

cos? arcsinz = 1 — sin®

arcsing = 1 — z2

Or arcsin est a valeurs dans [—5, 5] sur lequel le cos est positif. Dot :
cosarcsinz = /1 —1z? Vz € [-1,1]

Exercice 6

a) Soit n € N*. Calculer Y ;_, cos(kf) V0 € R

b) Linéariser cos®(z) et en donner une primitive.
Corrigé 6 a) Si k € nZ, cette somme vaut n + 1. Sinon, on a :

Sh_pgcos(kd) = Redp_ el

. 1_ei(n+1)0
= Re~—m—

Sn+41 _mn41 - n41
=5 98 i 9767, ) 0

Res
= 2i6/2 c—i0/2_oi0/2

_ in sin("—le)
= Remi? SIn(872)

cos(n/2) sin( % 0)
sin(60/2)
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3T | 3eit | ge—ia +e—3ix)
e3imge—3iz + 3eim<ge—ix
= ;(cos(3x) + 3cos(x))

Une primitive est donc donnée par :

b) On a :

o
8

cos®(z) =

= = ol

1. 3 .
'R sin(3x) + 1 sin(x)



Exercice 7

(B) zy +y=1
a) Résoudre (E) sur R} et R*.

b) (E) admet-elle une solution sur R ?

Corrigé 7 a) Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre, a coeffi-
cient non constants, non résolue en y'. Pour la résoudre, on va donc la mettre
sous la forme résolue, sur R} et R* :

11
(E)y' +-y=—
x x

Les solutions de l’équation homogéne (sans second membre) sont de la forme :

Yp+(2) = A= ou Ay €R (sur R} )

Yp— (@) = A=

On wvoit que la fonction constante égale a 1 est une solution particuliére. Les
solutions de (E’) sont donc de la forme y,(x) + 1 sur Ry et R*.

b) On cherche une solution sur R tout entier. Pour cela, on prend une solution
sur R et une sur R*, et on regarde ce qu’il se passe en 0. On définit donc :

ot A\_ €R (sur R*)

|l— 8|~

i+l sizeRy
y(z){ )\,é—l—l stz € RE

On veut pouwvoir définir y en 0, ce qui impose Ay = A_ = 0. La seule solution
sur R (qui est bien C) est donc la fonction constante égale d 1.

Exercice 8

a) Donner le terme général de la suite définie par :

ug = 1,U1 =9
Upto — Upt1 —du, =0Vn e N

b) Donner l'expression générale d’une suite qui vérifie :
Upt2 — SUpy1 — 4u, = 6n Vn € N

Corrigé 8 a) On regarde I’équation caractéristique associée : v°> — 3r — 4 dont
les racines sont —1 et 4. La forme générale d’une suite vérifiant cette relation
de récurrence est donc :

up, = A(-1)"+Bx4" A BeR



On utilise les conditions initiales pour déterminer A et B :

up =A(-1)+B*x4=9

Et on trouve A= —1 et B =2.

b) On a déja la forme générale des suites vérifiant la relation de récurrence
donnée, sans le second membre. Il nous reste donc (par linéarité) & trouver une
suite particuliere solution, les autres solutions seront données par la somme de
la solution générale et de cette solution particuliére. On la cherche sous la forme
d’une suite an + b, a,b € R. On a :

a(n+2)4+b—3(a(n+1)+b) —4(an+b) = 6n

ce qui nous donne :

a—3a—4a = 6
20+b—3a—3b—4b = 0
d’otva=—1, b= —1/6. L’expression générale d’une solution est donc :

U, = A(-1)" +B*4" —n+1/6



